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1．はじめに
経済現象を経済変数間の線形因果関係として表現した経済モデルに確率変
数である誤差を付加した計量経済モデル（線形回帰モデル）にたいして統計
的推測がおこなわれる。
頻度方式（frequency approach）の統計的推測では，パラメータが未知で
あるパラメトリック・モデル（母集団モデル）にたいして，パラメータの推
定，パラメータに関する仮説の検定，が遂行される（Spanos（2004, pp. 559-
568））。
この場合，パラメトリック・モデルである線形回帰モデルの誤差にたいし
て，たがいに独立に同一の確率分布にしたがう（ independently and 
identically distributed: i i d）ことを仮定している。しかし，誤差の分散の一
様性（homoscedasticity）は経済データの状況に不適合な定式化である。
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線形回帰モデルの誤差がたがいに独立に平均零そして一様分散の正規分布
にしたがうとする仮定のもとで，回帰パラメータの最小 2 乗推定量は最尤推
定量に一致し最小分散不偏推定量となる（Nachane（2006, pp. 256-257））。
したがって，この仮定は回帰パラメータの最小 2 乗推定量の推定精度（5 節
を参照）を最高水準にするための条件であり，統計的推測を遂行する母集団
の理想的な状況をあたえている。
ところで，統計的推測に供される経済データがクロスセクション・データ
である場合，長期の時系列データである場合，また標本のなかにグロス・エ
ラーが混在しているものがあると想定される場合，線形回帰モデルの誤差の
分散の一様性を仮定することは非現実的であるといえよう。このような経済
データの状況に適合できる線形回帰モデルは，その誤差にたいして分散の不
均一性（heteroscedasticity, heteroskedasticity）を仮定した，誤差分散不均
一線形正規回帰モデルである。ここで，誤差の分散の不均一性はそのスケー
ル・ファクタ （ー2 節を参照）を不均一とすることにより定式化される。
しかし，誤差分散不均一線形正規回帰モデルの統計的推測をおこなうため
には，スケール・ファクターを標本データから推定しておかねばならない。
スケール・ファクターの推定は原田（2010）が示している。なお，スケール・
ファクターが未知であるときには，回帰パラメータの推定は反復推定に依ら
ねばならない。
誤差の分散が不均一な線形回帰モデルにたいして，そのスケール・ファク
ターを既知として，回帰パラメータとスケール・パラメータの加重最小 2 乗
推定量が導出されている（Rao and Toutenburg（1999, pp. 104-106））。しかし，
それら推定量の標本分布が導出されていないので，回帰パラメータの仮説検
定に要する検定統計量の選択が不可能である。
本稿の主な目的は，誤差分散不均一線形正規回帰モデルの回帰パラメータ
の仮説検定に要する検定統計量を構成することである。そのために，回帰パ
ラメータの推定量，スケール・パラメータの推定量，それらの推定量の標本
分布を導出する。
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本稿の内容はつぎのとおりである。まず，2 節で経済データの状況に適合
する計量経済モデルとして誤差分散不均一線形正規回帰モデルを提示し，ス
ケール・ファクターの推定関数を紹介する。3 節で回帰パラメータの推定量
とスケール・パラメータの推定量を導出し，4 節においてそれらの推定量の
標本分布にかかわる定理をしめす。5 節で回帰パラメータの推定量の推定精
度を検討し，6 節で回帰パラメータとスケール・パラメータの標本分布から
検定統計量を構成する。なお，4 節と 5 節で提示した定理の証明は補節にお
いておこなう。
2．誤差分散不均一線形正規回帰モデル
説明変数と従属変数の標本 にたいする母集団モデルと
して，回帰パラメータの列ベクトル ，確定変数の行ベクトル
，そして確率変数である誤差 により，線形回帰
モデル：
 （1）
を定式化する。
そして，誤差 にたいしてつぎの仮定をおく。
（H － 1） の平均にたいして，
（H － 2） の分散にたいして，
（H － 3） の共分散にたいして，
（H － 4） は正規分布にしたがう。すなわち
σ：スケール・パラメータ
：スケール・ファクター
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なお，（H － 2）と（H － 4）において，
と表記して，誤差の分散の不均一性を定式化している（（7）式を参照）。
（H － 1）から（H － 4）の仮定のもとでの線形回帰モデル（1）が，誤差
分散不均一線形正規回帰モデルである。
ところで，線形回帰モデル（1）と仮定（H － 4）により
となる。すなわち，
 （2）
である。また
であるから， はたがいに独立である。
ここで，誤差分散不均一線形正規回帰モデル（1）を行列表示すると：
 （3）
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そして，（H － 3）と（H － 4）により の同時分布（simultaneous 
distribution）は，
 （4）
さらに，（3）と（4）により，たがいに独立なランダム変数のベクトル
の同時分布は，
 （5）
である。
2．1　｛λi：＝ 1，…，n｝の推定
線形回帰モデル（3）の統計的推測を遂行するには，モデルのスケール・ファ
クターが既知であることを要す。以下は，その推定手順である（詳細は原田
（2010）を参照）。
まず，モデル（1）において とした誤差の分散が一様な線形
正規回帰モデルの回帰パラメータとスケール・パラメータの LMS- 推定値，
をもとめて，標準化残差：
を定義する。つぎに， を算出し，それらを大きさにしたがって
配列して
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であるような を見出す。そして，スケール・ファクター関数（スケール・
ファクターの推定関数）：
 （6）
により， を推定する。また，その値域は
 （7）
である。
なお，すべての標準化残差が
である場合，スケール・ファクター関数（6）において とする。
3．回帰パラメータとスケール・パラメータの推定
スケール・ファクターの推定値を加重（weight）にして，β，σのそれぞ
れを以下のように推定する。
3．1　βの推定
線形回帰モデル（1）をつぎのように変換する。すなわち
 （8）
⎧
⎜
⎜
⎜
⎨
⎜
⎩
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そして，モデル（8）における β の最小 2 乗推定量は
 （9）
である。
他方，線形回帰モデル（1）における β にたいして， を加重
（weight）とする加重最小 2 乗推定量（weighted least squares estimator）は
 （10）
である。そして
したがって，方程式
から，回帰パラメータ β の加重最小 2 乗推定量：
 （11）
を得る。なお，（11）の行列表示は
 （12）
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である。
ここで，（3）式の関係により
そして
であるから
 （13）
となる。したがって，β
^
は β の不偏推定量である。
3．2　σの推定
まず，残差と残差の列ベクトルを定義する。すなわち
そして
 （14）
である。ここで
 （15）
—  57  —
誤差分散が不均一な計量経済モデルの統計的推測（原田）
とした。なお，
 （16）
となるので，M は冪等行列（idempotent matrix）である（Harville（1997, 
pp. 133-136））。
さらに
 （17）
が成り立つ。
（14）式にもどり，（3）式の関係をもちいると
そして，（17）式の関係により
となる。
さらに，
 （18）
をつくる。
（18）式の結果はスカラ （ーscalar）であるから
 （補節 A － 4 を参照）
となる。
ここで，期待値をとると
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 （19）
を得る。
なお，
 （20）
である。
（20）式の結果を使って（19）式にもどると
　　　　　　　　　． （21）
かくして，σ 2 の推定量 S 2 を
 （22）
とする。なお，
であるから，S2 はσ2 の不偏推定量である。
したがって，スケール・パラメータσの不偏推定量は
 （23）
である。
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3．3　β^ の頑健性（robustness）
ここで，上記においてもとめた推定量の異常値にたいする頑健性について
言及する。
スケール・ファクター関数（6）において， にたいして λi＝0 とし
ていることにより，回帰パラメータの加重最小 2 乗推定（11）とスケール・
パラメータの加重最小 2 乗推定（23）において，加重（weighting）の段階
で大きな残差に対応する観測値（異常値）は完全に消去される。したがって，
β
^
と S は異常値の影響を受けない（頑健な）推定量である。
Gervini and Yohai（2002）は，2.1 に示した方法で得た（7）のような特性
をもつスケール・ファクター を加重（weight）にした回帰パラ
メータの加重最小 2 乗推定量が，LMS －推定量と同等のブレイクダウン・
ポイント（breakdown point）をもつことを証明している。LMS －推定量（least 
median of squares estimator）は，漸近ブレイクダウン・ポイントが 50％で
ある。すなわち，標本の半数が異常値であっても LMS －推定量がゆがむこ
とはないので，異常値にたいして頑健性が最も高いことになる（Rousseeuw
（1984））。なお，ブレイクダウン・ポイントは推定量の異常値にたいする頑
健性を表す尺度である（詳細は原田（2010）を参照）。
4．推定量の標本分布
は，たがいに独立なランダム変数
の線形結合である。そして，つぎの定理が成立する。
定理 1：推定量（12）：
において
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である（（5）式を参照）。
このとき，
証　明　補節 A － 2 を参照。
推定量（22）にたいして，つぎの定理が成立する。
定理 2：（22）式の関係から
が成り立ち，
であり（（14）式参照），そして
である（（5）式を参照）。
このとき，
証　明　補節 A － 4 を参照。
さらに，推定量（12）と推定量（22）の関係にたいして，つぎの定理が成
立する。
定理 3：推定量（12）と推定量（22）は独立である。
証　明　補節 A － 5 を参照。
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5．推定量の推定精度
回帰パラメータの加重最小 2 乗推定量（12）の推定精度を検討する。
推定量（12）にたいして推定誤差が任意の正数 c の範囲内である確率：
が大きいほど推定精度の高い推定量である。
しかし，この確率による精度は c の値に左右されてしまうので，推定量の
標本分布での平均 2 乗誤差（mean-squared error）：
を推定精度の尺度とする。この平均 2 乗誤差を変形すると
となる。ここで，不偏性を示す関係（13）により
であるから，
かくして，回帰パラメータの加重最小 2 乗推定量（不偏推定量）の推定精
度は，推定量の分散で測ることができる。
したがって，推定量の分散が小さいほど推定値が回帰パラメータの真の値
の近傍に集中する確率が高くなるので，その推定精度が高いことになる。
ところで，定理 1 により，回帰パラメータの加重最小 2 乗推定量（12）の
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分散は
 （24）
である。また，加重最小 2 乗推定量（12）は，β の最良線形不偏推定量（best 
linear unbiased estimator）である（Rao and Toutenburg（1999, pp. 104-
105））。
他方，誤差の分散が一様な線形正規回帰モデルのパラメータの最小 2 乗推
定量の分散は
 （25）
である。
そして，つぎの定理が成立する。
定理 4：（7）と（12）により，つぎの条件を仮定する。
（1）：
（2）：
このとき，加重最小 2 乗推定量の分散（24）と最小 2 乗推定量の分散（25）
にたいして
証　明　補節 A － 6 を参照。
6．検定統計量
まず，Studentʼs t 分布にしたがう確率変数を定義する。
定　義　1：（Mukhopadhyay（2000, p. 207, Definition 4.5.1））確率変数 X は
標準正規分布にしたがい，確率変数 Y は自由度 k の Chi-square 分布にした
がい，そして X と Y は独立であるとする。このとき，確率変数 W は自由度
k の Studentʼs t 分布にしたがう。すなわち，
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6．1　検定統計量の導出
定理 1 により，回帰パラメータの推定量：
の任意の要素にたいして
であるから，
 （26）
が成立する。
そして，定理 2 により
 （27）
であり，定理 3 により（26）と（27）は独立である。
かくして，（26）と（27）から
 （28）
を得る（定義 1 を参照）。
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さらに，任意の回帰パラメータに関する帰無仮説
を（28）に代入して，
 （29）
をつくり，これを帰無仮説を検定するための検定統計量とする。
6．2　t-value
検定統計量（29）から，任意の回帰パラメータに関する帰無仮説
の検定に要する t-value（t-ratio）は，
 （30）
である。
7．むすび
経済データの状況に適合する計量経済モデルとして，誤差分散不均一線形
正規回帰モデルを提示した。
このモデルの統計的推測のために，スケール・ファクター関数（6）により，
スケール・ファクターを推定する。
誤差分散不均一線形正規回帰モデルの統計的推測は，回帰パラメータとス
ケール・パラメータの推定，そして回帰パラメータに関する仮説の検定であ
る。
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回帰パラメータの推定量，スケール・パラメータの推定量，それらの推定
量の標本分布をもとめて，回帰パラメータに関する帰無仮説の検定のための
検定統計量と t-value（t-ratio）を導出した。
補　　節
A － 1
補助定理 1：（Seber and Lee（2003, p. 20, Theorem 2.2）） たがいに独立なラ
ンダム変数の列ベクトルが
である。そして，行列
との積，By，を定義する。
このとき，
証　明：By の積率母関数は
である。そして，この結果は p 次元正規分布
にしたがう確率変数の積率母関数である。したがって
 □
—  66  —
誤差分散が不均一な計量経済モデルの統計的推測（原田）
A － 2
定理 1 の証明：行列
と y の積：
において，たがいに独立なランダム変数の列ベクトルは
である（（5）式を参照）。
そして，補助定理１により β
^
は p 次元正規分布にしたがい，平均は
また，分散は
である。したがって
 □
Remark：定理 1 は，回帰パラメータの加重最小 2 乗推定量（たがいに独
立に正規分布にしたがうランダム変数の線形結合）は正規分布にしたがうこ
とを示している。
その平均は
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また
により，その分散は
 □
A － 3
補助定理 2：たがいに独立なランダム変数の列ベクトルは
である（（5）式参照）。そして
により
を定義する。
このとき，
証　明：まず，変数変換により
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を得る。
そして，つぎの関係：
をもちいると（（17）式を参照）
となる。この結果はスカラ （ーscalar）であるから，
となる。
ここで，
であるから，
を得る。
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以上により，
である。
さらに，
また
である。
ところで，たがいに独立に標準正規分布にしたがう確率変数を 2 乗し，そ
れらの和として得た確率変数は Chi-square 分布にしたがう（Cramér（1999, 
pp. 233-234））。
したがって，
 □
A － 4
定理 2 の証明：まず，（14）式の関係をもちいると
を得る。ここで，
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であるから
となり，
である。
したがって，
となる。かくして，補助定理 2 により
 □
A － 5
定理 3 の証明：（12）式と（22）式に示したように
である。そして（14）式により
である。
よって
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を示せばよい。
ここで，確率変数 X，Y にたいして
（a）　
が成り立つ（Spanos（2004, p.153））。
また
（b）　
である。
これら上記の関係と
をもちいると，
 □
A － 6
定理 4 の証明：まず，X，X' のそれぞれを
と表記すると，条件（2）により
である。
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さらに，条件（1）により
であるから，
が成立する。かくして，つぎの関係：
を得る。
したがって
 □
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